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概要
単体の直積 ∆m × ∆n の三角形分割には過去数十年間において様々な研究が行われてきた．

Pavel Galashin, Gleb Nenashev, Alexander Postnikov等は trianguloidというものを定義し，
∆m × ∆n の三角形分割全体の集合と (m + 1) × (n + 1) 型の trianguloid 全体の集合の間に
自然な全単射があることを示した．本発表では m × n 型の trianguloid から m × (n + 1) 型の
trianguloidを構成する方法について述べる．

1 導入
まず三角形分割について簡単な説明をする．A ⊂ Rk を有限集合とする．Q = ConvAと定める．

このとき Qを convex polytope と呼ぶ．単体的複体 τ が (Q,A)の三角形分割であるとは次の条件
がすべて成り立つことである．

• Q =
∪

∆∈τ ∆．
• 各 ∆ ∈ τ に対して ∆の頂点全体の集合は Aの部分集合になる．

文脈から Aが明らかなときには τ が Qの三角形分割であるということもある．以後，τ の元として
は最大次元の単体のみを考える（つまり Qと同じ次元の単体のみを考える）．
三角形分割の問題として自然に考えられるものとしては P,Qが convex polytopeのとき，その直

積 P ×Qの三角形分割がどうなるかという問題がある．ここではその最も単純な場合である，単体
の積 ∆m ×∆n の三角形分割について扱う．この場合においてもm,nが大きい場合にはわかってい
ないことも多くある．
本発表では，Pavel Galashin, Gleb Nenashev, Alexander Postnikov等が導入した trianguloidに

ついてまず説明し，∆m×∆nの三角形分割との関連性について述べる．次に主結果としてm×(n+1)

型の trianguloidをm× n型の trianguloidから構成する方法について述べる．
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2 準備
[m] = {1, · · · ,m}，[n̄] = {1̄, · · · , n̄} を互いに共通部分を持たない 2 つの集合とする．

{e1, · · · , em} を Rm の標準基底，{e1̄, · · · , en̄} を Rn の標準基底とする．∆m−1 = Conv{ei | i ∈
[m]}，∆n−1 = Conv{ej̄ | j̄ ∈ [n̄]}とすると ∆m−1 ×∆n−1 = Conv{ei + ej̄ | i ∈ [m], j̄ ∈ [n̄]} ⊂
Rm+n となる．[1]

2.1 trianguloidの定義
trianguloidは [1]において最初に導入された．本来は∆m−1×∆n−1 に限らない convex polytope

に対して定義されているが，ここでは ∆m−1 ×∆n−1 の場合に限定した場合の定義について説明す
る．Pm,n, P

−
m,n をそれぞれ，

Pm,n = n∆m−1 := {(a1, · · · , am) | 任意の i ∈ [m]について ai ∈ Z≥0かつ,

m∑
i=1

ai = n},

P−
m,n = (n− 1)∆m−1 := {(a1, · · · , am) | 任意の i ∈ [m]について ai ∈ Z≥0かつ,

m∑
i=1

ai = n− 1}

とする．有向グラフ Γm,n を次の様に定義する．頂点集合 V (Γm,n) を V (Γm,n) = (P−
m,n ∩ Zm) ∪

(Pm,n ∩ Zm)とする．辺集合 E(Γm,n)を E(Γm,n) = {(b → b+ ei) | b ∈ P−
m,n ∩ Zm, i ∈ [m]}とす

る．今後 (b → a) ∈ E(Γm,n),a = b+ ei のとき，(b → a)のことを (b −→
i

•)または (◦ −→
i

a)と書
くことにする．

定義 2.1. m× n型の pre-trianguloidとは (T1)から (T3)を満たす写像 T : E(Γm,n) → 2[n̄] であ
る．(T1)から (T4)を満たすものをm× n型の trianguloidと呼ぶ．

(T1) 任意の辺 (◦ −→
i
a) ∈ E(Γm,n)に対して，|T(◦ −→

i
a)| = ai．

(T2) 任意の a ∈ Pm,n ∩ Zm と任意の j̄ ∈ [n̄]に対して，ある i ∈ [m]が存在して j̄ ∈ T(◦ −→
i
a)．

(T3) a ∈ Pm,n ∩ Zm と i, j ∈ [m]に対して，a′ := a+ ei − ej ∈ Pm,n ∩ Zm ならば T(◦ −→
i

a) ⊂
T(◦ −→

i
a′)．

(T4) c ∈ (n − 2)∆m−1 ∩ Zm と互いに異なる 3 つの i, j, k ∈ [m] に対して,T(c + ei −→
j

•) ̸=

T(c+ek −→
j

•)ならば，T(c+ej −→
i
•) = T(c+ek −→

i
•)かつ T(c+ei −→

k
•) = T(c+ej −→

k
•)．

(T1)と (T2)から以下のことが分かる．

命題 2.2. [1, Remark 3.2.] m × n 型の trianguloid T と a ∈ Pm,n ∩ Zm に対して [n̄] = T(◦ −→
1

a) ⊔ T(◦ −→
2

a) ⊔ · · · ⊔ T(◦ −→
m

a)．

また (T3)より次のことが分かる．

命題 2.3. a ∈ Pm,n ∩ Zm と i, j ∈ [m]と s ∈ Nに対して a′ := a+ sei − sej ∈ Pm,n ∩ Zm ならば



T(◦ −→
i
a) ⊂ T(◦ −→

i
a′)．

次のことが知られている．

定理 2.4. [1, Section7] T を m × n 型の trianguloid とする．任意の b ∈ P−
m,n に対して，∆b :=

Conv{ei + ej̄ | j̄ ∈ T(b −→
i

•)}とする．このとき ∆b は m + n − 2次元 (=∆m−1 ×∆n−1 の次元)

で，

τT := {∆b | b ∈ P−
m,n ∩ Zm}

は ∆m−1 ×∆n−1 の三角形分割である．

定理 2.5. [1, Theorem 3.6, Lemma 5.3] m× n型の trianguloid全体の集合と∆m−1 ×∆n−1 の三
角形分割全体の集合は，写像 T → τT によって一対一対応する．

2.2 3× nの trianguloidの図示
ここでは 3× n型の trianguloidの図的な表現について説明する．P3,n と P−

3,n の次元は 2で互い
に平行なので，垂直方向の違いを無視することで一つの平面上に P3,n ∩ Z3 と P−

3,n ∩ Z3 をプロット
できる．例えば n = 3のとき以下の様になる．

•(0,0,3)

◦(0,0,2)

•(1,0,2) •(0,1,2)

◦(1,0,1) ◦(0,1,1)

•(2,0,1) •(1,1,1) •0,2,1)

◦(2,0,0) ◦(1,1,0) ◦(0,2,0)

•(3,0,0) •(2,1,0) •(1,2,0) •(0,3,0)

図 1 P3,3 ∩ Z3 の点と P−
3,3 ∩ Z3 の点のプロット．P3,3 ∩ Z3 の点は黒丸，P−

3,3 ∩ Z3 の点は白丸
で表現している．

(b → a) ∈ E(Γ3,n)となる b ∈ P−
3,n ∩ Z3，a ∈ P3,n ∩ Z3 に対して j̄ ∈ T(b −→ a)ならば j̄ とラベ

ル付けされた矢印を上の図に書き込むことにする．そうすることで Tの情報を視覚的に把握しやす
くなる．



例 2.6. n = 3とする．T : E(Γ3,3) → 2[3̄] を次の様に定義する．

T((2, 0, 0)t −→
1

•) = {1̄, 2̄, 3̄}, T((2, 0, 0)t −→
2

•) = {1̄}, T((2, 0, 0)t −→
3

•) = {1̄},

T((1, 1, 0)t −→
1

•) = {2̄, 3̄}, T((1, 1, 0)t −→
2

•) = {1̄, 2̄}, T((1, 1, 0)t −→
3

•) = {2̄},

T((0, 2, 0)t −→
1

•) = {3̄}, T((0, 2, 0)t −→
2

•) = {1̄, 2̄, 3̄}, T((0, 2, 0)t −→
3

•) = {3̄},

T((1, 0, 1)t −→
1

•) = {2̄, 3̄}, T((1, 0, 1)t −→
2

•) = {1̄}, T((1, 0, 1)t −→
3

•) = {1̄, 2̄},

T((0, 1, 1)t −→
1

•) = {3̄}, T((0, 1, 1)t −→
2

•) = {1̄, 2̄}, T((0, 1, 1)t −→
3

•) = {2̄, 3̄},

T((0, 0, 2)t −→
1

•) = {3̄}, T((0, 0, 2)t −→
2

•) = {1̄}, T((0, 0, 2)t −→
3

•) = {1̄, 2̄, 3̄}.

実際に Tは trianguloidになっている．このとき Tは以下の図のようになる．
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図 2 Tの図

3 主結果
私はm× n型の trianguloidからm× (n+ 1)型の trianguloidを構成する方法を得た．

3.1 Ts の定義
主定理を述べるために記号の定義をする．Tをm× n型の trianguloidとする. 整数 sを 1 ≤ s ≤

n + 1の範囲で 1つとって固定する．写像 Ts を次のように定義する. 写像 i : Pm,n+1 ∩ Zm → [m]

を

i(a) =


max{i | ai > 0} (

∑m
i=3 ai ̸= 0),

1 (
∑m

i=3 ai = 0and a1 ≥ s),

2 (
∑m

i=3 ai = 0and a1 < s),

とする．

注 3.1. i(a)の定義より，ai(a) ≥ 1である．従って a− ei(a) ∈ Pm,n ∩ Zm である．



各 (◦ −→
i
a) ∈ E(Γm,n+1)に対して, Ts(◦ −→

i
a)を

Ts(◦ −→
i
a) =


T(◦ −→

i
a− ei(a)) ∪ {n+ 1} (i = i(a) and (◦ −→

i
a− ei(a)) ∈ E(Γm,n)),

{n+ 1} (i = i(a) and (◦ −→
i
a− ei(a)) /∈ E(Γm,n)),

T(◦ −→
i
a− ei(a)) (i ̸= i(a)),

と定義する．

3.2 主定理
定理 3.2. 1 ≤ s ≤ n+ 1の範囲の整数 sに対して, Ts は m× (n+ 1)型の trianguloidになる.

例 3.3. Tを例 2.6の 3× 3型の trianguloidとする.
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図 3 Tの図

s = 2とする. この時，i(a)は以下のようになる．

i(a) =


3 (a3 > 0),

1 (a3 = 0and a1 ≥ 2),

2 (a3 = 0and a1 < 2).

従って T2 は次のような 3× 4型の trianguloidになる.
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図 4 T2 の図

4 主定理の証明
ここでは Ts が (T3)を満たすことについてのみ証明する．(T1)，(T2)，(T4)についての証明は省

略する．
a,a′ ∈ Pm,n+1 ∩ Zm かつ a′ = a+ ei − ej (i ̸= j)かつ (◦ −→

i
a), (◦ −→

i
a′) ∈ E(Γm,n+1)と仮定

する. まず次の補題を示す．

補題 4.1. i = i(a)ならば i = i(a′).

補題 4.2. i(a) ̸= i(a′)ならば，i ̸= i(a)かつ j = i(a).

補題 4.1の証明. i = i(a)とする.

i(a) ≥ 3 と仮定する. i(a) の定義より，u > i(a) であるような u に対して，au = 0 である．
i(a) = i ̸= j かつ a′ = a+ ei − ej ∈ Pm,n+1 ∩ Zm なので，j < i(a)である．よって次を得る．

a′k =

{
0 (k > i(a)),

ai(a) + 1 (k = i(a)).

i(a) ≥ 3だから，i(a′) = i(a)である.

i(a) = 1 と仮定する．i(a) の定義より，a1 ≥ s である．i = i(a) = 1 かつ i ̸= j だから，
a′1 = a1 + 1 > sである．よって i(a′) = i(a) = 1である.

i(a) = 2 と仮定する．i(a), の定義より，a1 < s である．i = i(a) = 2 かつ i ̸= j だから，
a′1 < a1 < sである．よって i(a′) = i(a) = 2である．



補題 4.2の証明. i(a) ̸= i(a′)と仮定する．最初に i ̸= i(a)を示す. i = i(a)と仮定する. 補題 4.1

より， i(a) = i = i(a′)となる. これは仮定 i(a) ̸= i(a′)に反す．. 背理法により i ̸= i(a)が成り
立つ.

次に j = i(a)を示す．a+ ei − ej ∈ Pm,n+1 ∩ Zm かつ i ̸= j だから，aj ≥ 1である.∑m
i=3 ai ̸= 0と仮定する. i(a)の定義と仮定∑m

i=3 ai ̸= 0より，i(a) ≥ 3となる. i(a)の定義よ
り，u > i(a)であるような uに対して au = 0．
仮定 (◦ −→

i
a) ∈ E(Γm,n+1)より，ai ≥ 1となる. よって i ≤ i(a)である. aj ≥ 1より，j ≤ i(a)

である．もし j < i(a)ならば，このとき

a′u =

{
0 (u > i(a)) ∵ i ≤ i(a)

ai(a) (u = i(a)) ∵ i ̸= i(a) かつ j < i(a),

となる．i(a) ≥ 3 より，i(a′) = i(a) となる．これは仮定 i(a) ̸= i(a′) に矛盾する．背理法により
j = i(a)が成り立つ．∑m

i=3 ai = 0 と仮定する．i ̸= j かつ (◦ −→
i

a), (◦ −→
i

a′) ∈ E(Γm,n+1) かつ
∑m

i=3 ai = 0 より，
(i, j) = (1, 2) または (i, j) = (2, 1) となる．i(a), の定義より，i(a) = 1 または i(a) = 2 である．
i ̸= i(a)より，j = i(a)である．

以上の補題を使って Ts(◦ −→
i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)を示す．

4.1 i(a) = i(a′)の場合．
まず T(◦ −→

i
a− ei(a)) ⊂ T(◦ −→

i
(a− ei(a)) + ei − ej)を示す．Tは (T3)を満たしているので，

a−ei(a), a−ei(a)+ei−ej ∈ Pm,n∩Zmを示せば十分である．注 3.1より，a−ei(a) ∈ Pm,n∩Zm

となる. 次に a− ei(a) + ei − ej ∈ Pm,n ∩ Zm を示す．

■j ̸= i(a)の場合． 仮定 a ∈ Pm,n+1 ∩ Zm より，aj ≥ 1かつ ai(a) ≥ 1を示せば十分である．仮
定 a′ = a + ei − ej ∈ Pm,n+1 ∩ Zm より，aj ≥ 1である．注 3.1より，ai(a) ≥ 1となる．従って
a− ei(a) + ei − ej ∈ Pm,n ∩ Zm が成り立つ．

■j = i(a)の場合． この場合 a−ei(a)+ei−ej = a+ei− 2ei(a). が成り立つ．仮定 i ̸= j より，
i ̸= i(a)となる．従って ai(a) ≥ 2を示せば十分である．仮定 i(a) = i(a′)と注 3.1より，a′i(a) ≥ 1

となる．従って

1 ≤ a′i(a) = ai(a) − 1, ∵ a′ = a+ ei − ej かつ i ̸= j = i(a),

となり，ai(a) ≥ 2となることがわかる．よって a− ei(a) + ei − ej ∈ n∆m−1 ∩ Zm が成り立つ．
以上より，T(◦ −→

i
a− ei(a)) ⊂ T(◦ −→

i
(a− ei(a)) + ei − ej)となることがわかった．これを使っ

て Ts(◦ −→
i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)を示す．



■i = i(a) = i(a′)の場合． Ts の定義より，

Ts(◦ −→
i
a) = T(◦ −→

i
a− ei(a)) ∪ {n+ 1},

Ts(◦ −→
i
a′) = T(◦ −→

i
a′ − ei(a′)) ∪ {n+ 1} = T(◦ −→

i
a+ ei − ej − ei(a)) ∪ {n+ 1},

である．T(◦ −→
i
a− ei(a)) ⊂ T(◦ −→

i
(a− ei(a)) + ei − ej)だから，Ts(◦ −→

i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)が成

り立つ．

■i ̸= i(a) = i(a′)の場合． Ts の定義より，

Ts(◦ −→
i
a) = T(◦ −→

i
a− ei(a)),

Ts(◦ −→
i
a′) = T(◦ −→

i
a′ − ei(a′)) = T(◦ −→

i
a+ ei − ej − ei(a)).

である．T(◦ −→
i
a− ei(a)) ⊂ T(◦ −→

i
(a− ei(a)) + ei − ej)だから，Ts(◦ −→

i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)が成

り立つ．

4.2 i(a) ̸= i(a′)の場合．
補題 4.2より，i ̸= i(a)かつ j = i(a)となる．よって

Ts(◦ −→
i
a) = T(◦ −→

i
a− ei(a)) = T(◦ −→

i
a− ej),

Ts(◦ −→
i
a′) =

T(◦ −→
i
a′ − ei(a′)) ∪ {n+ 1} = T(◦ −→

i
a− ej + ei − ei(a′)) ∪ {n+ 1} (i = i(a′)),

T(◦ −→
i
a′ − ei(a′)) = T(◦ −→

i
a− ej + ei − ei(a′)) (i ̸= i(a′)),

となる．

■i = i(a′) の場合． この場合，T(◦ −→
i

a − ej + ei − ei(a′)) = T(◦ −→
i

a − ej) となる．従って
Ts(◦ −→

i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)である．

■i ̸= i(a′)の場合． Tは (T3)を満たすので，T(◦ −→
i
a− ej) ⊂ T(◦ −→

i
(a− ej) + ei − ei(a′))が

成り立つ．よって Ts(◦ −→
i
a) ⊂ Ts(◦ −→

i
a′)が成り立つ．
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